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PLANEJAMENTO OTIMO: UMA
ABORDAGEM SOBRE MODELOS
LINEARES QUADRATICOS

Glaucia de Oliva Pretto *

SINOPSE

~ Este artigo tem por objetivo verificar como a teoria de controle Stimo
pode ser inserida em um processo de planiejamento econdmico, a fim de
se obter uma seqiiéncia de polfticas “6timas”, isto &, um vetor de poltticas
cujos nlveis serdo frutos de um processo de ofimizagdo dindmica. Foi
analisada a metodologia de um modelo linear quadrético obtendo-se rele-
vantes interpretacdes econdmicas, através das varidveis co-estado.
Ficou evidente a necessidade de se pensar na especificagdo de
modelos econométricos com vistas & sua aplicagio na teoria de controle
&timo, para que se possa usufruir de todo o potencial de anélise, dado
pela regra de controle e pelos multiplicadores de Lagrange.

Nos dias de hoje, 6 comumente aceito pela sociedade que, cabe
ao Estado, o exerclcio de um razodvel controle da vida econdémica de
um pals. Tal tarefa, sem ddvida, constitui-se em um processo tanto
abrangente quanto complexo, devido as indmeras decisdes entre poll-
ticas alternativas, que o Govemo pode tomar.

Na investigacdo de um caminho que exerca influéncia nas rela-
cHes entre os agentes econdmicos, e que seja coerente com os objeti-
vos pretendidos, varios instrumentos de Programagédo Econdmica fo-
ram desenvolvidos. Entre eles, destacam-se os modelos econométri-
cos dinamicos de equagoes simultaneas associados a simulagao com-
putacional que possibilitam a comparagéo de diferentes polfticas, facili-
tando a escolha daquela que, entre as testadas, mais aproxima o sis-

* Professora do Departamento de Estatfstica e do Curso de Pds-Graduagdo em Economia
Rural da UFRGS; pesquisadora do IEPE/UFRGS,
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tema econémico dos propdsitos pretendidos. Esse caminho, no entan-
to, & insuficiente na pesquisa de um “plano 6timo” de intervencao esta-
tal. Por tentativa e erro, pode-se, no méximo, encontrar uma sequencna
de politicas que, sem ser necessariamente &tima, aproxima a econo-
mia das aspira¢des da sociedade.

Para se obter um vetor de pollticas Stimas, é necessério que o
planejamento econdmico 'seja considerado como um problema de oti-
mizagao dindmica. Para tanto, os planejadores deverao reunir metas e
restricbes do sistema na forma de uma fungdo-objetivo. Tal fungéo de-
veré traduzir, direta ou indiretamente, o bem-estar social para ser oti-
‘mizado em um perlodo de tempo determinado. Esse tipo de modelo
tem, como fundamento, a escolMa de trajetérias temporais timas para
as varidveis que estao sujeitas ao controle do Governo (varidveis de
controle ou de polltica), visando, através delas, a alcangar determina-
das metas para as varidveis consideradas relevantes a vida econémica
e social de um pals,

Muito embora o interesse pelo planejamento macroecondémico
seja ainda recente, algumas técnicas de otimizagdo dinamica come-
¢am a despontar na literatura econémica. Entre elas, citam-se os ele-
mentos do Cdlculo Variacional, o Principio do Méximo de Pontryagin e
a Programagao Dindmica. Este mo de conhecimento, que se consti-
tui em métodos matematicos avangados, recebe, na literatura pertinen-
te, a denominagao de Teoria de Controle Otlmo. Apesar da importan-
cia da Teoria de Controle Otimo na Teoria Econdmica, os métodos de
resolucdo ndo sdo facilmente encontrados em bibliografia nacional.
Além disso, constituem-se em complexos desenvolvimentos matemé-
ticos que, em sua quase totalidade, sao apresentados considerando o
tempo como uma varidvel continua..

Em versdo discreta, dois métodos de resolugdo de modelos de
controle 6timo estdo disponiveis na bibliografia especializada: a Pro-
gramagao Dindmica e 0 Modelo Linear Quadrético (MLQ). O primeiro
nao possui um algoritmo préprio de solugéo, ele é resolvido pelo Prin-
clpio Geral de Bellman; o segundo, no entanto, pode ser resolvido por
meio de um algoritmo programavel através do qual obtém-se relevan-
tes interpretagbes econdmicas.

Este artigo tem por objetivo mostrar como um Modelo Linear
Quadrético pede ser utilizado em um plano de intervengao estatal para
que se possa avaliar os efeitos quantitativos de pollticas altemativas
de estabilizagdo econdmica.
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1 — O MODELO LINEAR QUADRATICO MAIS SIMPLES

O procedimento metodoldgico, que serd apresentado, visa a des-
crever o contexto dentro do qual a Teoria de Controle Otimo pode ser
usada na selegdo de uma pollftica governamental, capaz de levar o sis-
tema econdmico aos fins pretendidos pela sociedade. Isto &, uma se-
quéncia de polfticas que ndo serd mais arbitrariamente determinada
pelos planejadores. Seus nlveis serdo frutos de um processo de otimi-
zagao dindmica.

1.1 — DEFINIGAO E DESENVOLVIMENTO.

Um Modelo Linear Quadrético trata de uma fungéo-objetivo qua-
dritica e de um conjunto de restrigdes, formando um sistema de equa-
¢Oes a diferengas. A fungédo-objetivo representa a soma dos quadrados
dos desvios entre os valores observados das varidveis-estado e suas
metas. Associando-se & fungéo-objetivo um sistema linear de equa-
¢bes a diferengas tem-se a configuragdo de um MLQ, que é dada por:

Otimizar D

14 ' ,
— 3 (= m) Py (Y= my (1)
8]

Xig + o+ Xy

Sujeitoa Y, = A, Y,y + C; X, + b

= tempo inicial;

ty = tempo final;

Yy = vetor px4 das varidveis estado do sistema no perfodo t;

P = matriz diagonal de pesos de ordem p no perfodo t;

my= vetor pxy de metas para as varidveis estado no perfodo t;
X = vetor gx4 das varidveis de controle do sistema no-perfodo t;
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At = matriz de ordem p de coeficientes das varidveis-estado no perlo-
dot;

Ci = matriz de ordem pxq de coeflClentes das varidveis de controle no
perfodo t;

by = vetor pxqy das varidveis exégenas ndo sujeitas a controle e ter-
mos constantes no perfodo t.

A matriz Py é uma matriz diagonal, cujos elementos sao ponde-
ragbes atribuldas a cada varidvel-estado. E utilizada para atribuir graus
relativos de importancia & atingibilidade das metas especmcadas para
cada uma dessas varidveis.

As metas consistem na especificagio de valores que as variéveis
enddégenas do modelo. deveriam, idealmente, atingir durante um perfo-
do de planejamento — de um tempo inicial to, a'um tempo final t;.

A resolugdo do MLQ ¢ desenvolvida de modo andlogo ao de oti-
mizagéo estética. A fungdo de Lagrange do problema &:

D1 =3 (Yt - mt) ! Pt(Yt - mt) - )"t,(Yt - Ath - CtXt - bt)-

Igualando a zero as derivadas de Dy vem:

PYe=m) = N ¢+ A" 41 A 41 =0 @
C,t A 1 =0 (3)
= (Y =AY 4= CpX¢y=by = (4)

As equacdes (2) a (4) constituem um sistema de incégnitas Y X4
epparat =1,2,..., t. A solugdo deste sistema pode ser obtida re-
cursivamente em tres etapas, iniciando-se em t; até chegar-se a t,,'.

Na primeira etapa, expressa-se 0 multiplicador dindmico de La-
grange, N\, como uma fungao de Y, por meio da equagao.

1 Esse desenvolvimento & baseado em CHOW (1975, p, 156-60.)
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PteYif — Pymup=Atf + A'tieq A1 =0COM A r49 = 0
logo:

A i = PyYy — Pymy ou

My = HifYis — Pymy, (5)
onde Hy e hy sdo as condigdes iniciais dadas por:

Hy = Py, (6)

htf = Ptfmtf. (7)

Na segunda etapa, procura-se uma equagéo que relacione os nl-
veis das varidveis de controle com os das varidvéis-estado. E a deno-
minada “equagdo ou regra de controle” que & obtida em duas passa-
gens: primeiro, substitui-se (5) em (3), obtendo-se:

C'tt— (HyHy — hy) = 0. ®)
Substituindb-se, agora, (4) em (8) verm:
C'tt [Hif (AtYri—1+CyXy +by)—hy] =0
ou, apds rearranjo de formas:.
C'yHyAyY -1 + C ‘HHCieXyr + C 'yHyby — C g =0
donde:
Xir == (C'sHyCe)~ 1 (C'yHitA) Y1~ 1 — (C'yHyCyp)~ !
C t(Hubys — hyp)
que & a regra de controle procurada, cuja forma sintética é&:

Xif = LifYir - 1 + 1y )
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onde:
Ly = = (C"yHCy)™ 1 (CtHyAy) (10)
rg = — (CyHyCr)™ ! C "(Htoys — hyg)e ' M)

A (itima etapa desse desenvolvimento resolve Yy em fungéo de
Yy - 1. Para tanto, substitui-se () em (4) obtendo-se:

Yit = (At + Cylt) Yir - 1 Cyifis + byre (12)

Ainda, expressa-se o valor de Ay, também, em fungédo de Y — 1.
por meio da substituigdo de (12) em (5), isto é:

M = HyYys — by
)\tf= Htf [(Atf +Ct‘thf)th,—1 +thmtf+ btf ] —htf
Mi = HilAdCril) Yir - 1+ HyCumyr + Hifbyt — hyge (13)

Com (13) em (2) consegue-se uma equagao anadloga a (5) da
primeira etapa, ou seja:

Mi-1 = P—1Yi -1 = Py— 1My — 1 + A’y

ou
Mi—1=Hg—1Yir—1 =P 1

donde:
Hif— 1 = Py — 1 + A'tHy (Ag + Cyily) (14)
hit — 1 = Pt~ 1My — 1 — A'gH(by + Cym) + A'gihyge (15)

Essas trés etapas de solugio sao aplicadas ao problema utili-
zando-se o par de equagbes (10) e (14) para o célculo de Ly, Hy _ 1,
L¢ - 15 +-., Hy, Ly. Os célculos devem levar em consideragao a condi-
¢ao inicial dada por Hy = Py. Tem-se, nesse caso, a seguinte sequén-
cia de célculos:
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Ly = = (C'¢HyCe)~ ! (C 'ttHyAw)

Hif— 1 = Pii— 1 + A'Hy (A + Cylyy)

Lit—1 = C'y— 1Hy - 1Cr— )71 (C % _ 1Hy - 1A = 1)
Hy =Py +A'H; (Ay + Colo)

L1 =(C '1H1C1)" 1 (C '1H1A1).

Obtidas as matrizes H; usa-se o par de equagdes (11) e (15) para
calcular os vetores ry, hy, .1 ..., f1 € hy, considerando, também
neste caso, a condi¢&o inicial hy = Pymy. A seqléncia de célculos é a
seguinte: :
rif = = (C'yHyCe)™ ! Ct(Hesys — hyp)
hfo 1 =Py ymy_ 1~ A'tthf(btf + Cyry) + A'sihy

ff—1==(C'—1Hi=1Ctr— 1) ' C'tr— 1(Hif — 15— 1 = htr— 1)

hy =pymy = A'2Hp (b + Corg) + A'oho
ry =—(C'{H{C4)= 1 C'4(H4by = hy).

A partir do conhecimento das matrizes 1, e H, e dos vetores ry e
h; fica determinada a trajetdria étima das varidveis de controle, X, da-
da pela equagdo de controle, (9). Ficam, determinados, também, os
multiplicadores de Lagrange dados por (5).

A solugédo do problema pode ser sintetizada através das seguin-
tes fases de célculos parat =1, 2,..., t.
12 Fase: Lt =-(C 'thCt)— 1C ,tHlAt

2% Fase: Hy = Py + Aty 1Hp11(At+1Cra1li+1)
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32 Fase:ry =—(C{HCp~1 C'y(Hby — hy)

42 Fase: hy = Pymy = A’y 1Hi44(Breq + Cratftet) + A't+ 11
52 Fase: Yy = (A + ClLy Y — 1 + Cymy + by

62 Fase: Xy = LiYi.q + my

72 Fase: )‘t = Hth - ht'

O principal aspecto desse algoritmo refere-se a sexta fase de
célculo. Nos modelos usuais, as varidveis exdgenas séo determinadas
fora do sistema. Aqui, mesmo constituindo um subconjunto das exé-
genas, seus niveis sdo dados pela equagdo de controle. Esse tipo de
resultado traduz-se em uma das vantagens desse método de solugao,
pois uma solugdo analltica desse tipo dlflcnmente é observada em
modelos de otimizagao dindmica.

Um simples exame da regra de controle, X; = LiY;{ .1 + r,, mos-
tra que as varidveis de politica séo influenciadas pelos niveis passados
das varidveis-estado (enddgenas ao sistema). Esta equagao esclarece
a relacdo existente entre endégenas defasadas e controles correntes.
Mais ainda, os graus relativos de importancia atribuldos as metas de
cada varidvel-estado influenciam, a cada perfodo, os niveis das varia-
veis de controle, através das matrizes de coeficientes L.e 1.

E interessante observar que a solugdo de um MLQ pode ser ob-
tida pelo método tradicional de solugéo de sistemas de equacdes si-
multaneas. Para tal realizacdo, as equagdes (2) a (4) s@o tomadas si-
multaneamente como um sistema linear de incdgnitas Xy, Yy e, para t
=1, 2, ..., t. Seu desenvolvimento, todavia, é muito trabalhoso pois
existirdo t; (q + 2p) dessas equagdes. Além disso, com esse modo de
solucéo, perde-se a “equagdo de controle® que constitui o fundamento
do MLQ, como procedimento metodolégico para avaliar o planejamen-
to econdmico no contexto da Teoria de Controle Otimo.

Além dessas observagbes, deve-se ainda destacar o significado e
a utilidade dos multiplicadores de Lagrange (varidveis co-estado) em
problemas de estabilizagdo econémica.

Como se sabe, essas varidveis sao mterpretadas como “pregos-
sombra”. Aqui, no MLQ, o significado nao ¢é diferente; elas represen-
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tam o custo marginal resultante de um desvio entre a correspondente
varidvel-estado e sua respectiva meta.

A importéncia das varidveis co-estado reside no fato de servirem
de indicadores das varidveis mais relevantes para o custo de uma polf-
tica étima. Elas mostram, por exemplo, que pequenas variages nas
condi¢des iniciais de alguma varidvel-estado tém grande impacto no
custo total minimo. Ou, que este pode ser muito sensivel aos valores
de determinadas varidveis em alguns pontos do tempo e, a outras, em
outros pontos. Mais ainda, através delas pode-se avaliar as conse-
quiéncias de comportamentos subétimos do sistema, que podem advir
de choques aleatdrios, incapacidade polltica para a implementagéo
dos controles 6timos ou de modelos econométricos inadequados. Nes-
se sentido, os multiplicadores de Lagrange indicam quando podera
existir algum grau de flexibilidade em um programa de estabilizago
econdmica. Isto &, em que pontos do tempo serd essencial forcar de-
terminadas varidveis a permanecerem em suas trajetérias étimas, en-
quanto que outras poderdo distanciar-se delas sem muito comprometer
os resultados étimos.

Nesse contexto, diferentes trajetérias subdtimas, corresponden-
tes a diferentes matrizes de pesos, podem ser avaliadas. Isso porque,
para cada matriz de pesos, Py, tem-se uma trajetdria 6tima para as va-
ridveis co-estado. Mas se houver impossibilidade de o sistema econé-
mico trilhar o caminho dtimo, pode-se verificar quais metas devem ser
prioritérias. Isso tudo com o objetivo de se obter uma trajetéria 8tima,
cujo caminho subdtimo implique menor custo. Pode-se fazer isso, si-
mulando o sisterna para diversas combinagdes de pesos, a fim de es-
colher aquela que apresentar 0s menores valores para os multiplicado-
res de Lagrange.

Como se vé, além do algoritmo de solugao, que propicia a equa-
¢ao de controle, obtém-se relevantes interpretagdes econémicas dadas
pelas varidveis co-estado.

1.2 - REQUISITOS METODOLOGICOS

O processo de solugdo do MLQ foi apresentado de forma gene-
ralizada. Nele foi considerado o caso no qual as matrizes de coeficien-
tes A e C; sdo varidveis ao longo do periodo de planejamento.
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E Util ressaltar ainda, o caso em que as matrizes A e C s&o cons-
tantes durante o perfodo considerado, em conjunto com a circunsténcia
da néo-singularidade das matrizes C e H;. ‘

Seguindo as mesmas fases de cdlculo da se¢éo anterior observa-
se que: B ‘ \
Fase I: A matriz de coeficientes L, dada por:

Ly = = (C'HC)” 1'C’HA torna-se uma constante para todo o
perfodo de planejamento: ‘ ‘

Lt = C— 1Ht- 1C t= 1C ! HtA
Ly=C~'A paratodot=1,2,...,1
“Isso significa que, os pesos atribufdos as metas estipuladas para
as varidveis estado, ndo exercerdo influéncia nos demais perfodos de
planejamento. Conforme visto anteriormente, essa influéncia é levada
adiante via matriz H;, que, nesse caso, desaparece do célculo de L.
Assim, a matriz de coeficientes das enddgenas defasadas da regra de
controle, (9), sera sempre a mesma.
Fase II: As matrizes, H;, tornam-se iguais as matrizes de pesos Py
Hy =Py + A’ Hipq (A +CLy
Hy =Py + A’ Hyyq (A-CC~ 1A)

Fase lll: O vetor r; fica independente dos pesos
h=- (C ’ HtC)- 1 (tht - ht)
mas, como C e Ht s&0 nao-singulares por hipdtese, verm:

f==C H~1C"~ 1 (Hb - hy ou
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rn=- C’ Ht— 1 (tht - ht) 7 ou

it ==C~ TH=1Hp, + C~ TH- Th,

f=—C= 1oy~ H Thy mas como
H; = Py (vide Fase Il) e
hy = Pymy (vide Fase tV adiante) vem:
rn=-C~ Wb - P 1Pymy) | de onde:

h=- Cc- 1(bt - mt).

Fase IV: O vetor h; torna-se igual ao produto da matriz de pesos es-
pecificados, Py, pelo vetor de metas estabelecidas pelos pla-
nejadores.

hy = Pimy— A" Hey1(br4q + Crygq) + A'hyq

: - ~1
hy = Pamy =A< Hppq { bryq + C[=C7 Wby —Hiyy el )+
A'hyiq ‘ '

’ -1 - ,
hy = Pymy— A'Hyy g {bryq —bryq + Hpqhepg } + AThy

hy=Pymg—A'hy g +A'hg

hy = Pymy

FASE V: Esta fase mostra que, dados os controles “6timos” X, 0s va-
lores calculados das varidveis endbgenas serdo sempre
iguais &s metas:

Yt =(A+ CLt) Yi-1 + C"t+1bt

Yy =[A+C(-C’ A)] Y.t'1 + Cry + by
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Yt=[A—A]Yt_1 + Cry + by

Yt Crt + bt

substituindo r;, vem:
Y, =C—C-1 (b~ Hi 'hy + by
=-CC~ 1bt + CC- 1Ht ht + bt
Yt'_'-bl+Ht ht+bt
Ye=H; 'hy
como Ht = Pt e ht = ’Ptmt, tem-se
Yy =Py 'Pym,
Yt =m.

Esta fase mostra que existe perfeita controlabilidade do sistema;
as varidveis endégenas podem ser completamente dirigidas pelas va-
ridveis de controle a atingir quaisquer niveis que se deseje em apenas
um perfodo de tempo.

Para melhor elucidar este fato, considere o modelo.

Yt AYt_1 + CXt + bf

onde é especificado um vetor de metas m para as vanévels-estado e
a matriz C é nao-singular. Entao, adotando

Xt =C~ Ym; - AYiq-by, vem:
Yt AYt_1 + C[C(my—AY;_4 —by ] + by
Yt =M. (1 6)

Como se vé, existe uma solugado Unica para metas e controles. N3o hé,
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neste caso, 0 que otimizar e a solugdo do problema pode ser obtida
resolvendo-se o sistema (16).

Fase VI: Para qualquer matriz de pesos, P,, a trajetdria étima perma-
nece a mesma, pois Ly é constarte e ry independente dos
pesos.

Xt = LYt-1 + rt

Qualquer exerclicio de simulagdo, que tenha por objetivo verificar
diferentes niveis de controles para diferentes combinagdes de pesos
atribuldos as metas, serd infrutffero. Conforme a Fase V, estabelecidas
as metas, que as varidveis enddgenas deverao assumir, os niveis das
‘varidveis de controles ficam determinados pela. solu¢do do sistema

(16).

Fase VIl: Os muiltiplicadores de Lagrange serdo nulos para todo o pe-
rfodo de planejamento.

Xt = Hth - h‘l . mas,
H; = Py (22 fase) e hy = Pymy (Fase IV) logo:
)\t = Pth - Ptmt

como Y, é igual s metas estabelecidas (Fase V), tem-se:

A = Pymy — Pymy

At = 0-

Esta fase evidencia o significado dos muitiplicadores de Lagran-
ge. Conforme visto, eles representam o custo marginal dos desvios en-
tre os nlveis observados das varidveis-estado e suas metas. Aqui, as

varidveis co-estado sdo todas nulas, pois as metas sdo plenamente
atingidas pela solugéo do sistema (16).

75



Deve-se ainda avaliar quais os aspectos metodolégicos que um
MLQ deve obedecer a fim de que uma solugdo 6tima seja obtida por
meio das sete fases de célculos apresentadas.

Como todo o desenvoivimento do algoritmo de solugdo depende
da matriz (C "’ H,C), é importante que se explore os fatores que influen-
ciam a singularidade ou nao-singularidade desta matriz. Para tal exa-
me, dois teoremas sao de fundamental importancia.

- Teorema I: Seja uma matriz simétrica H de ordem n x m com pos-
tor < n. Existe uma matriz Q de ordem r X n, de posto
completo r, tal que Q" Q=H3

~ Teorema ll: O posto de uma matriz qualquer ndo se altera quando
ela for pré ou pdés-multiplicada por uma matriz nao-
singular.*

No MLQ, a matriz H ¢ uma matriz diagonal de ordem p, logo é
simétrica. Pelo teorema |, existe uma matriz Q, de ordem p-e posto
completo, tal que Q' Q = H. Pode-se, portanto, escrever:

C'HC=C’'Q'QC onde Q! existe.
Fazendo QC = B tem-se:
c'Q’'aC =B'B

Pelo teorema [I,B’'Btem o mesmo posto de C, ou seja: p(B)
= p(C). Logo, se o posto de C for completo, entdao B’ B serd nao-sin-
gular e, consegiientemente, (C' H,C)~1 existe.

Como se vé, a andlise metodoldgica referente a existéncia do al-
goritmo de solugéo, fundamenta-se no exame do posto da matriz de
coeficientes C.

Basicamente, duas sdo as situagbes que podem ocorrer na for-
mulagdo de um MLQ. A primeira trata de um modelo no qual o conjun-

3 3 THEIL (1971, p. 23)
4 THEIL (1971, p. 12)
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to de restrigbes ¢ especificado com as varidveis-estado em menor ni-
mero do que as varidveis de controle. Considerando-se p varidveis-es-
tado e q varidveis de controle com p < q, tem-se a matriz C de ordem
p x g, @ matriz H; de ordem p e a matriz (C’HC) de ordem q. Mesmo
com as matrizes C e H;, apresentando posto completo, p(C) = p
e p(Hy) = p, a matriz (C " HC) ter4, no méximo, posto igual a p. E uma
matriz singular e, portanto, 0 método ndo apresenta solugdo. Nesta si-
tuagéo, pode-se igualar (q — p) elementos de X; a quaisquer vatores
arbitrdrios e resolver 0 modelo para os demais. Com os valores iniciais
de X;, tem-se uma nova configuragdo do modelo onde a matriz C é de
ordem p e g, o nimero de varidveis-estado & igual ao de varidveis de
controle. A matriz C poderé ser singular ou nao-singular. Se néo-sin-
gular, o modelo apresentara solugdo (inica, condicionada aos (q —p)
valores de X;. Caso contrério, se C singular, o método néo apresentaré
solugo.’

E importante ressaltar que a singularidade da matriz C impede o
desenvolvimento da primeira fase de célculo do algoritmo proposto.
Contudo, o modelo apresenta solugao e outros métodos podem. ser
utilizados para resolvé-lo. E nesta fase do processo que se enfrenta a
dificil tarefa de decidir entre dois caminhos disponlfveis: a reformulagéo
do modelo (que pode ser feita com a inclusio de novas varidveis-esta-
do) visando a obter C. ndo-singular, ou solucioné-lo por meio de outro
método. Esta (iltima alternativa, além de complexa, ndo propicia a “re-
gra de controle”, que é considerada de grande utilidade na previsdo de
controles futuros, como também néo favorece interpretagées econdmi-
cas de modo transparente, como o algoritmo de solugdo apresentado.

A segunda situagédo, que merece destaque, refere-se a um mo-
delo cujo conjunto de restrigbes é especificado com as varidveis-esta-
do em maior niimero do que as varidveis de controle, ou seja, p > q.
Para garantir a existéncia de (C'H,C) é necessdrio que as matrizes C
e H; tenham posto completo, isto &, p(C) = q e p(Hy) = p. Caso a ma-
triz C ndo apresentar posto completo, mais uma vez nao serd posslivel
resolver o MLQ pelo seu algoritmo. Neste caso, através da defini¢éo
de novos controles, pode-se eliminar informagdes repetidas, diminuin-
do a ordem de C até que atinja posto completo. Desse modo, pode-se
se chegar ao caso de igualdade entre varidveis de controle e varidveis-

5 Considerando-se as matrizes C e Hy de ordem p, entdo a matriz (¢ *-HC) é também de ordem
p. Se p (C) =r < p, C serd singular e, pelo teorema |, B * B também, Assim (C * HC)
n&o admitird inversa.
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estado, cuja solugdo, como visto anteriormente, é Unica. Logo, o esfor-
¢o de eliminar as combinagbes lineares existentes em C tem por obje-
tivo obter uma nova matriz com posto completo e que nio admita in-
versa. Em outras palavras, a matriz de coeficientes das varidveis de
controle pode apresentar combinagdes lineares desde que, ao elimi-
n&-las, consiga-se manter as varidveis-estado em maior niimero do
que as varidveis de controle. S6 assim se conseguira as solugdes Oti-
mas esperadas.

Em vista dessas consnderagoes, pode-se conclwr que para tra-
balhar com o algoritmo de solugdo de um MLQ, & essencial que a ma-
triz C aprésente posto completo e seja singular. Em qualquer outro ca-
0, a solugdo obtida serd Unica, ou finica condicionada a determinados
valores iniciais para as varidveis de controle. E isso nada mais &, que
um processo de simulagdo, e ndo de otimizagdo. Assim, um modelo
inserido nesse caso particular de solugdo escapa do prmcupal funda-
mento de um MLQ; o de encontrar endogenamente os niveis “6timos”
de todas as varidveis de polftica envolvidas no modelo, sem qualquer
interferéncia de valores iniciais atribuldos exogenamente a essas va-
rigveis.

E fundamental, portanto, que a matriz de coeficientes" das varig-
veis de controle satisfaga as condigbes acima, se um MLQ esté para
ser utilizado em um caminho diferente de um processo de simulag3o.
Isto &, no sentido de avaliar solugbes Stimas, como também analisar o
custo de caminhos subdtimos em programas de estabilizagdo econd-
mica.

Algém dessas consideragdes, na formulagéo de um MLQ, a espe-
cificagdo de uma funcionalobjetivo quadrética e de um conjunto de
restricbes lineares pode ser considerada como uma limitagéo ao mes
mo. Argumenta-se, entretanto, que 0 uso de funcionais-quadraticas &
familiar em modelos econdmicos. Elas sdo consideradas como um
caminho razodvel na modelagem de desvios entre valores observados
e metas propostas. S&o restritivas, no entanto, pelo fato de serem si-
métricas, pois tem-se o mesmo custo tanto para 0s desvios positivos
das varidveis-estado em relagdo as suas metas, quanto para os des-
vios negativos.

Talvez, uma das mais importantes limitagées de um MLQ resida
no emprego de modelos lineares para representar o estado do sistema.
Isto porque, muitos dos aspectos interessantes do comportamento das
relagbes econdmicas surgem da nao linearidade das relagbes funcio-
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nais envolvidas. As ferramentas anallticas utilizadas no tratamento de
sistemas dindmicos nédo lineares sao ainda insuficientes no cémputo
de trajetérias Stimas. Assim, semelhantemente & simulagéo, tora-se
necessédrio analisar os resultados computacionais para se ter uma
melhor percepcdo do quanto se pode confiar em modelos lineares,
como meio de se obter politicas econémicas 6timas.

2 - VARIANTES DE MODELOS LINEARES QUADRATICOS

Entre as alteragbes que os MLQs podem apresentar, merecem
destaque os modelos nao lineares, os estocésticos e os que envolvem
metas para as varidveis de controle.

Quando o sistema em consideracdo for representado por um
modelo né&o-linear, o processo de resolugéo, anteriormente exposto,
nav sofre modificagdes. Para que o algoritmo seja utilizado é requerido
apenas que o conjunto de restricdes receba algum processo de lineari-
zagao.t

Como se sabe, a linearizagdo de modelos cria dificuldades para
predigbes, principalmente para os perfodos que nao sao imediatamen-
te préximos do ponto no qual o modelo foi linearizado.

Como as solugbes de controle étimo envolvem perfodos de tem-
po além do ponto de linearizagao, os pontos estimados poderao diferir,
em muito, dos valores esperados. Nesses casos, é diffcil saber como
esses desvios se desenvolvem no decorrer do tempo. Sob esse aspec-
to, as solugdes dtimas obtidas com modelos linearizados séo inferiores
as alcangadas com os ndo lineares.

Os MLQs estocasticos envolvem elaboragbes adicionais. Em
termos gerais, eles sdo decompostos em dois problemas distintos. O
primeiro deles é um problema de controle cujo conjunto de restriges ¢
um modelo deterministico, isto é&:

Yi = AtYi-q + CX; + by (17)

O segundo problema, no entanto, term como conjunto de restrigdes um
modelo estocastico do tipo:

6 1ss0 pode ser feito, por exemplo, através da expansio de Taylor.
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YE =AY+ OXP + py = (18)

que representa o desvio entre o vetor aleatério Y; e a trajetéria dada
pelo modelo determinfstico (17). Assim, Y; = Y; — Y; & o vetor das va-
ridveis-estado no tempo t, obtidas com o modelo determinstico. -

Significa dizer que existe um desvio entre os valores observados
das varidveis-estado Yy e os valores que elas deveriam assumir, quan-
do sdo aplicados os controles “6timos”, X, alcangados por meio da
solugdo do modelo deterministico. - '

O resultado “6timo”, X, € alterado por um vetor estocéstico de
controles, isto é: Xf = X; — % Isso, com o objetivo de controlar o des-
vio entre as varidveis-estado, dado por Yy = Y- Y,.

A funcional-objetivo, em modelos desse tipo, representa os valo-
res esperados dos desvios das varidveis-estado. Tem-se entio:

1y Ty ey (O)'PYS]  (19)
E[Dz]=—2- =t (Yy—my) ' PyYy—my + [t=t0( t) | tYy

ou mais sinteticamente:
E [Da] = D1 +E [Dz]

onde:

_d s o n€
Do _Et:=t(, (Y{) "' P(Yy)

t
2 (Yi=my) Pl —my.

D4

i
|-

Nesse tipo de MLQ, as duas etapas de solugio consistem em:
primeiro, otimizar D4, como visto anteriormente; segundo, otimizar
E[D,] em relagdo a X;, dado o conjunto de restricbes (18). O resultado
final seré obtido por meio da soma das solugdes étimas das varidveis
de controle, isto é: ‘

Xy =Xt + Xt -
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O modo de solugao de modelos de controle, que incluem um tra-
tamento completo de natureza aleatdria do sistema econdémico, consti-
tui-se em uma tarefa muito diffcil, se ndo imposslivel. O mais simples
tratamento estocastico, por sua vez, permite reduzir esses modelos em
determinfsticos. A funcional-objetivo, neste caso, ¢ uma fungdo do va-
lor esperado das varidveis-estado; € o denominado problema de “cer-
teza equivalente”.” Tal problema se resume em uma solugao multipe-
riddica, onde somente os valores para Xy sao efetivamente aplicados
no célculo dos valores correspondentes aos perfodos subseqguentes.
Passado o primeiro perfodo dos valores de X, X5, ..., X s@o simul-
taneamente calculados e X, é aplicado. Esse processo se desenvolve
sucessivamente até o Gltimo perfodo.

Por (ltimo, tem-se os MLQs cuja funcao objetivo inclui, além da
soma dos quadrados dos desvios entre valores observados das varia-
veis-estado e suas metas, a soma dos quadrados dos desvios entre
varidveis de controle e as respectivas metas. Esses modelos s&o de-
senvolvidos através do Princlpio do Mé&ximo de Pontryagin. A fungéo
objetivo é dada por:

t
D4 = —;— Et=to (Yt—mt) ! Pt(Yt~mt) + (Xt - m;:) ' Qt(xt-mtc) (20)

sujeito ao modelo dado por (17).
Onde:
mtc = vetor q x 1 de metas para as varidveis de controle no perfodo t

Qy = matriz diagonal de pesos de ordem q no petfodo t.

A matriz Q; é andloga & matriz P,. Ela representa o custo de manipula-
¢ao de determinadas varidveis de controk, em detrimento de outras
com o objetivo de levar o sistema ao estado especificado pelo vetor
‘my. As magnitudes comparativas de Py e Qq representam os custos de
controlar a economia, relativos aos custos de ter o sistema desviado
de sua trajetdria “ideal”.

7 THEIL (1969, p. 219).
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Nesses modelos, o objetivo & encontrar uma seqiiéncia de politi-
cas Xy, téo proximas a mtc quanto posslivel, de modo que aproxime as
variaveis-estado, Yy, de suas metas pretendidas.

E interessante notar que os custos reais dos desvios das varié-
veis de controle agora estdo presentes na fungdo-objetivo. Esse fato
impede os planejadores de manipularem as referidas variaveis em
qualquer direco, evitando, assim, o caso particular de solugéo tnica.
Logo, qualquer andlise de viabilidade polftica e econdmica de trajetd-
rias Otimas, obtidas com diferentes matrizes de pesos, serd sempre
factivel.

Sob o ponto de vista operacional, esses modelos exigem que 0
usudrio tenha grandes habilidades computacionais, ja que seu algorit-
mo de solucao é extenso e muito trabalhoso. ‘

PINDYCK (1973) apresenta 0 desenvolvimento completo de um
MLQ com essas caracteristicas. Ele também especifica e estima um
modelo da economia americana que, apds simulagdes e testes, foi uti-
lizado para avaliar os efeitos de diferentes experimentos da polltica e
para demonstrar como um MLQ pode ser empregado em programas
de estabilizagdo econdmica. O autor salienta ainda, que o cdlculo de
politicas étimas, mesmo quando se tem alguma desconfianga sobre o
modelo utilizado, é vantajoso porque se consegue formar uma idéia da
fase adequada de aplicagdo, tanto de politica fiscal quanto monetaria.
Como diz Pindyck:

This is probably one of the most important lessons to be learn
from our results. (1973:140)

Como se vé, por mais simples que seja um MLQ seus resultados
serdo mais precisos do que os obtidos pela simulagéo. Isso porque a
simulagao & um processo de tentativa e erro, enquanto que os Mode-
los de Controle Otimo identificam o nivel de controle através de solu-
¢Oes Stimas. Além disso, esses modelos fornecem relagbes — regra de
controle — entre instrumentos de politica e objetivos, bem como inter-
pretacbes econdmicas relevantes.

3 — CONSIDERACOES FINAIS

Conforme foi visto, todo MLQ apresenta vantagens associadas a
dificuldades operacionais. No caso do MLQ nao lineares, tem-se a van-
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tagem de se trabalhar normalmente, desde que as restrigdes do mo-
delo sejam linearizadas. Em termos de previsdo, contudo, eles apre-
sentam a desvantagem de pontos estimados diferirem de valores es-
perados, principalmente em pontos que ndo sdo imediatamente préxi-
mos ao ponto de linearizagdo. A andlise dos requisitos metodoldgicos
desse modelo revelou que a existéncia do algoritmo de solugdo de-
pende essencialmente da matriz de coeficientes das varidveis de con-
trole. Isto &, para que um modelo econométrico dindmico de equagbes
simultdneas represente as restrigdes de um MLQ, deveréa ser especifi-
cado de modo que essa matriz tenha posto completo e, por conseguin-
te, a matriz (C’ H,C) seja n&o singular. Caso contrério, o algoritmo n&o
apresentara solugao. Isso nao quer dizer que o0 modelo ndo tenha solu-
¢ao; existem outros métodos para soluciond-lo. Contudo se nao for re-
solvido por seu algoritmo perder-se-a a equagao de controle, que cons-
titui-se em uma de suas vantagens.

Tem-se também os MLQs que envolvem restrigbes as varidveis
de controle. Esses modelos requerem do usudrio grandes habilidades
computacionais, dada a extensdo de seu algoritmo de solugdo. Toda-
via, com eles, ndo se chega ao caso de solugdo tnica.

Os MLQs estocésticos, por seu turno, possuem solugbes com-
plexas, devido as propriedades estocésticas dos pardmetros, e encon-
tram-se em fase de desenvolvimento.

Enquanto as dificuldades operacionais que cercam os. MLQs es-
tocésticos ndo forem eliminadas, resta a possibilidade de se tratar a
incerteza sobre a economia por meio de modelos alternativos em de-
trimento das propriedades estocésticas dos parédmetros envolvidos.

Nesse contexto, para que a Teoria de Controle Otimo, assim co-
mo a simulagdo, seja considerada um meio de andlise de politicas
econdmicas alternativas, é imperativo que produza solugées computa-
cionais tratéaveis. Isso, por enquanto, sé é conseguido por meio de mo-
delos determinlsticos.

O economista, portanto, deve estar apto para tratar com solugbes
numéricas de modo que possa experimentar os resultados “dtimos”
com diferentes valores para os pardmetros em sua fungéo-objetivo, ou
com diferentes trajetérias temporais para as varidveis exdgenas nio
sujeitas a controle. E, como em qualquer outro processo de modela-
gem, deve enfrentar os resultados apenas como uma aproximagéo da
realidade. :
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Finalizando, se obedecidos os requisitos metodoldégicos, em
qualquer tipo de MLQ, os resultados seréo 6timos, pelo menos em re-
lagdo & fungdo-objetivo especificada. E um método que vai além da
simulagao. Com ele tem-se a certeza de terem sido consideradas to-
das as combinagoes possiveis de nfveis das varidveis de controle que
podem levar o sistema.aos objetivos pretendidos, pois a solugédo é ob-
tida através de um processo de otimizagao.

Na Teoria de Controle Otimo, a simulagéo serve como ferramen-
ta adicional. Ela deixa de ser o meio principal de pesquisa de uma tri-
lha de atuacdo para programas de estabilizagéo econémica. Associada
aos MLQs ela serve para analisar diferentes trajetdrias “6timas” e nao
mais diferentes trajetdrias quaisquer. Esse ponto pode ser sintetizado
pelas palavras de Pindyck:

Computer simulation is, in fact, often used both to learn more
about the dynamic behavior of an econometric model, and to
study the effects of different policies. Trial-and-error simulations
is, however, an inefficient if not impossible method of arriving at
policy plan that is optimal, and a more direct approach is certainly
desirable (1973:3).

De qualquer forma, fica evidente a necessidade de se pensar na
especificagdo de modelos econométricos com vistas a sua aplicagao
na Teoria de Controle Otimo no que concerne aos requisitos metodo-
I6gicos impostos pelos MLQs, a fim de se usufruir de seu potencial de
andlise, dado pela regra de controle e pelos multiplicadores de La-
grange na investigagdo de caminhos altemativos étimos e subétimos.
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ABSTRACT

This article aims to verify how the Optimal Control Theory may
be introduced .in an economic planning process in order to achieve a
sequence of “optimum” policies, id est, a vector of policies whose le-
vels will be the result of a process of dynamic optimization. The me-
thodology of a Quadratic Linear Model was analyzed with relevant
economic interpretations through “co-estate” variables.

A need of thinking in the specification of econometrics model
was made clear aiming at its application in the Optimal Control Theory
whit the purpose of using the power of analysis given by the control
rule as well as by the Lagrange Multupliers, in searching for optlmum
and sub-optimum wayse.
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