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PLANEJAMENTO ÓTIMO: UMA 
ABORDAGEM SOBRE MODELOS 
LINEARES QUADRÁTICOS 

Gláuc ia d e Ol iva P r e t t o ' 

SINOPSE 

Este artigo tem por objetivo verificar como a teoria de controle ótimo 
pode ser inserida em um processo de planejamento econômico, a fim de 
se obter uma seqüência de políticas "ótimas", isto é, um vetor de politicas 
cujos nfveis serão frutos de um processo de otimização dinâmica. Foi 
analisada a metodologia de um modelo linear quadrático obtendo-se rele
vantes interpretações econômicas, através das variáveis co-estado. 

Ficou evidente a necessidade de se pensar na especificação de 
modelos econométricos com vistas à sua aplicação na teoria de controle 
ótimo, para que se possa usufruir de todo o potencial de análise, dado 
pela regra de controle e pelos multiplicadores de Lagrange. 

Nos d ias de hoje, é c o m u m e n t e acei to pe la soc iedade que, cabe 
ao Estado, o exercfcio de unn razoável contro le da v ida econômica de 
u m país. Tal tarefa, sem dúvida, const i tu i -se e m u m processo tanto 
abrangente quanto comp lexo , dev ido às inúmeras decisões entre polí
t icas a l ternat ivas, que o Governo pode tomar. 

N a invest igação de u m caminho que exerça inf luência nas rela
ções entre os agentes econômicos , e que seja coerente com os objet i 
vos pretendidos, vár ios inst rumentos de Programação Econômica fo
ram desenvo lv idos . Entre e les, des tacam-se os mode los econométr i 
cos d inâmicos de equações s imul tâneas assoc iados à s imulação c o m 
putac ional que poss ib i l i tam a comparação de di ferentes polí t icas, faci l i 
tando a esco lha daque la que , entre as testadas, ma i s aprox ima o sis-
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t ema econômico dos propósi tos pretendidos. Esse caminho, no entan
to , é insuf ic iente na pesqu isa de u m "plano ó t imo" de intervenção esta
ta l . Por tentat iva e erro, pode-se, no máx imo, encontrar u m a seqüência 
de polí t icas que, s e m ser necessar iamente ó t ima, aprox ima a econo
m ia das aspirações da soc iedade. 

Para se obter u m vetor de polít icas ó t imas, é necessár io que o 
p lane jamento econômico ' se ja considerado como ú m prob lema de o t i 
m ização d i n â m i c a Para tanto, os planejadores deverão reunir metas e 
restr ições do s is tema na fomria de u m a função-objet ivo. Ta l função de
verá traduzir, d i reta ou indi retamente, o bem-estar social para ser o t i 
m izado e m u m período de t e m p o determinado. Esse t ipo de mode lo 
t em, c o m o fundamento , a esco lha de trajetórias tempora is ó t imas para 
as var iáveis que estão suje i tas ao controle do Govemo (variáveis de 
controle ou de polít ica), v isando, através delas, a alcançar determina
das metas para as variáveis consideradas relevantes à v ida econômica 
e social de u m país. 

Mui to embora o interesse pelo p lanejamento macroeconômico 
seja a inda recente, a lgumas técnicas de o t imização d inâmica come
ç a m a despontar na l i teratura e c o n ô m i c a Entre e las, c i tam-se os ele
men tos do Cá lcu lo Var iac ional , o Princípio do Máx imo de Pontryagin e 
a Programação D inâmica . E s t e ^ r n o de conhec imento, que se const i 
tui e m métodos matemát icos avançados, recebe, na l i teratura pert inen
te, a denominação de Teor ia de Contro le Ó t imo . Apesar da importân
c ia da Teor ia de Contro le Ó t i m o na Teor ia Econômica, os métodos de 
resolução não são fac i lmente encontrados e m bibl iograf ia nacional . 
A l ém disso, const i tuenvse e m complexos desenvolv imentos ma temá
t icos que, e m sua quase tota l idade, são apresentados considerando o 
tempo como u m a variável c o n t í n u a 

E m versão discreta, dois métodos de resolução de mode los de 
controle ó t imo estão disponíveis na bibl iograf ia especial izada: a P r o 
gramação Dinâmica e o Mode lo Linear Quadrát ico (MLQ) . O pr imeiro 
não possui u m algor i tmo próprio de solução, ele é resolvido pelo Prin
cípio Geral de Be l lman; o segundo, no entanto, pode ser resolvido por 
me io de u m algor i tmo programável através do qual ob tém-se relevan
tes interpretações econômicas. 

Este art igo t em por objet ivo mostrar como u m Mode lo Linear 
Quadrát ico pode ser ut i l izado e m u m plano de intervenção estatal para 
que se possa avaliar os efe i tos quant i tat ivos de polít icas a l temat ivas 
de estabi l ização e c o n ô m i c a 



1 - o M O D E L O L I N E A R Q U A D R Á T I C O M A I S S I M P L E S 

O procedimento metodológ ico, que será apresentado, v isa a des
crever o contexto dentro do qual a Teor ia de Contro le Ó t i m o pode ser 
usada na seleção de u m a polít ica governamenta l , capaz de levar o sis
t e m a econômico aos f ins pretendidos pela soc iedade. Isto é, u m a se
qüência de polít icas que não será mais arbi t rar iamente determinada 
pelos p lanejadores. Seus níveis serão frutos de u m processo de o t im i 
zação d inâmica. 

1.1 - D E F I N I Ç Ã O E D E S E N V O L V I M E N T O 

U m Mode lo Linear Quadrát ico trata de u m a função-objet ivo qua
drát ica e de u m conjunto de restrições, fo rmando u m s is tema de equa
ções a di ferenças. A^^função-objetivo representa a s o m a dos quadrados 
dos desvios ent re os valores observados das var iáveis-estado e suas 
metas . Associando-se à funçãoob je t i vo um s is tema l inear de equa
ções a di ferenças tem-se a conf iguração de u m M L Q , que é dada p o r 

Ot imizar D = - 1 - (Y, ~ m^)' P, (Y, - m,) (1) 

Suje i to a Y, = A, Y,_., + c , X, + b, 

onde: 

to = t e m p o inicial ; 

tf = t empo f inal ; 

Y, = vetor p x | das var iáveis estado do s is tema no período t; 

P| = matr iz d iagonal de pesos de o rdem p no período t; 

mt = vetor px i de me tas para as variáveis estado no período t; 

X^ = vetor qx^ das var iáveis de controle do s is tema no período t; 



Aj = matr iz de o rdem p de coef ic ientes das var iáveis-estado no perío
do t; 

C , = matr iz de o rdem pxq de coef ic ientes das var iáveis de controle no 
período t; 

b( = vetor px^ das var iáveis exógenas não sujei tas a controle e ter

m o s constantes no período t. 

A matr iz é u m a matr iz d iagonal , cujos e lementos são ponde
rações atr ibuídas a cada var iável-estado. É ut i l izada para atribuir graus 
relat ivos de impor tânc ia à at ingibi l idade das metas especi f icadas para 
cada u m a dessas var iáveis. 

A s me tas cons is tem na especi f icação de valores que as variáveis 
endógenas do mode lo dever iam, idea lmente, atingir durante u m perío
do de p lane jamento - de u m tempo inicial t^, a u m tempo f inal tf. 

A resolução do f / ILQ é desenvolv ida de m o d o aná logo ao de o t i 
m ização e s t á t i c a A função de Lagrange do prob lema é: 

D i = (Yf - m,) • P,(Yt - mt) - \\(Y^ - AfY, _ i - CfXf - b,). 
o 

Igualando a zero as der ivadas de v e m : 

P t ( Y t - m f ) - \ , + A ' , + i X f+1 = 0 (2) 

C ' , \ , = O (3) 

- ( Y t - A t Y , _ i - C , X t - b t ) = 0 (4) 

A s equações (2) a (4) const i tuem u m s is tema de incógni tas Y,, X, 
e para t = 1 , 2 tf. A so lução deste s is tema pode ser obt ida re
curs ivamente e m três e tapas, iniciando-se e m tf a té cí iegar-se a t o ' . 

N a pr imeira e tapa, expressa-se o mul t ip l icador d inâmico de La
grange, X, f, c o m o u m a função de Y,, por me io da equação. 

^ Esse desenvolvimento é baseado em CHOW (1975, p. 156-60.) 



PtfYtf - P t f m t f - \ t f + A ' t f+1 ^ t f+1 = O c o m X t f+1 = O 

logo: 

^ tf = P t f Y t f - P t f m t f ou 

í^tf = H t f Y t f - P t f m t f . (5) 

onde Hjf e htf são as condições iniciais dadas p o r 

Htf = Ptf. (6) 

htf = PtfYtf. (7) 

N a segunda e tapa, procura-se uma equação que relacione os ní
veis das variáveis de contro le c o m ps das variávèis-estado. E a deno
minada "equação ou regra de contro le" que é obt ida e m duas passa
gens: pr imeiro, subst i tu i -se (5) e m (3), obtendo-se: 

C ' t f - ( H t f H t f - h t f ) = 0 . (8) 

Subst i tu indo-se, agora, (4) e m (8) v e m : 

C ' t f [ H t f ( A t f Y t f - i + C t f X t f + b t f ) - h t f ] = 0 

o u , após rearranjo de formas: 

C 'tfHffAjfYtf _ 1 + C 'tfHtfCtfXtf + C 'tf Htfbtf - C 'tfhtf = O 

donde: 

Xtf = - (C -HHtfCtf)- 1 (C 'tfHtfAtf) Yt f _ i - (C ' t fHtfCtf)" 1 

C 'tt(Htfbtf - htf) 

que é a regra de controle procurada, cuja forma sintét ica é: 

^ t f = L t f Y t f _ i + r t f (9) 

fi7 



onde: 

^ , = -(C•t,Ht,C„)-MC•tfHt,At,) (10) 

rH = - ( C * t f H t f C t , ) - 1 C ' t K H t f b t f - h t , ) . (11) 

A ú l t ima e tapa desse desenvolv imento resolve Ytf e m função de 
Ytf _ 1. Para tanto, subst i tu i -se (9) e m (4) obtendo-se: 

Ytf = (Atf + C t f L t f ) Y t , . i C t , r t , + bt,. (12) 

Ainda, expressa-se o valor de Xff» t a m b é m , e m função de Yff _ i , 
por me io d a subst i tu ição de (12) e m (5), isto é: 

h = l^tf^tf - htf 

í̂ tf = Htf [ (Atf + CtfLff) Ytf _ 1 + Ctfmtf + btf ] - htf 

Xtf = Htf(AtfCtfLtf) Yt f _ 1 + HtfCtfmtf + H,fbtf - h,f. (13) 

C o m (13) e m (2) consegue-se u m a equação análoga à (5) d a 
pr imeira etapa, ou seja: 

X t f - 1 = P t f - i Y t f _ i - P t f - i m t t _ i + A ' t f \ t f 

ou 

^ t f - 1 = H t f - i Y t f _ i - h t f _ i 

donde: 

H t f _ i = P t f _ i + A ' t f H t , ( A t f + CtfLtf) (14) 

h,f _ 1 = Ptf - 1 mt, _ 1 - A •tfHtf(btf + Ctfrtf) + A 'tfhff. (15) 

Essas três etapas de solução são apl icadas ao problema ut i l i 
zando-se o par de equações (10) e (14) para o cálculo de Ljf, Hff _ i , 
Lff _ •̂  H | , L f . Os cálculos devem levar e m consideração a condi 
ção inicial dada por Hff = Pff. Tem-se, nesse caso, a seguinte seqüên
c ia de cálculos: 



Ltf = - (C ' „Ht fCt f ) -MC' t fHt ,AH) 

H , f _ i = P t , _ i + A V H t f ( A H + CtfLtf) 

L t f _ i = ( C ' t f _ i H t f _ i C t f _ . , ) - i {C'^f_•^H^_•^A^_^) 

H i + A '2H2 (A2 + C2L2) 

L i = ( C ' i H i C i ) - 1 ( C ' i H i A i ) . 

Obt idas as matr izes H j usa-se o par de equações (11) e (15) para 
ca l cu l a ros vetores rjf, h f̂, r^f.- i . . . . r-\ e h-|, considerando, tamb)ém 
neste caso, a condição inicial hjf = Ptfmtf. A seqüência de cálculos é a 
seguinte: 

rtf = - ( C ' t f H t , C t f ) - - ' C ' t f ( H t f b H - h t f ) 

h t f _ i = P t f - i m t f _ i - A ' t f H t f ( b t f + C t f r t f ) + A ' t f h t f 

r t f _ i = - ( 0 ' t f - i H t f - i C t f _ i ) - ' ' C ' t f _ i ( H , f _ l b , f _ l - h t f _ i ) 

= p.| m-i - A '2H2 (b2 + C2r2) + A '2h2 

r i = - ( C ' i H i C i ) - l C ' i ( H i b i - h i ) . 

A partir do conhec imento das matr izes t f e Hf e dos vetores rj e 
hf f ica determinada a trajetória ó t ima das variáveis de controle, Xf, da
da pe la equação de controle, (9). F i cam, determinados, t a m b é m , os 
mult ip l icadores de Lagrange dados por (5). 

A solução do prob lema pode ser s intet izada através das seguin
tes fases de cálculos para t = 1,2 tf. 

15 Fase: Lf = - (C ' tH tCt ) - ^ 0 '(HfAt 

23 Fase: Hf = Pf + A ' , + i H t + i ( A , + i C t + i L t + i ) 



35 Fase: r, = - (C ' ,H tC , ) - 1 C "((Htbt - ht) 

45 Fase: h, = P t r r i f A ' , + i H t + i ( b t + i + C t + i r t + i ) + A ' , + i h , + i 

55 Fase: Y , = (A^ + C^L^)Y^ _ , + C,mt + b, 

6^ Fase: X j = ^ Y j . - , + m j 

7? Fase: X, = H,Y, ~ h j . 

O principal aspecto desse a lgor i tmo refere-se à sexta fase de 
cálculo. Nos mode los usuais, as variáveis exógenas são determinadas 
fora do s is tema. Aqu i , m e s m o const i tu indo u m subconjunto das exó
genas, seus níveis são dados pela equação de cori t role. Esse t ipo de 
resul tado traduz-se e m u m a das vantagens desse mé todo de solução, 
pois u m a solução analí t ica desse t ipo d i f ic i lmente é observada e m 
mode los de o t im ização d inâmica . 

U m s imples exame da regra de contro le, Xf ~ ^\^\-1 + Tf 
i r a que as var iáveis de polí t ica são inf luenciadas pelos níveis passados 
das var iáveis-estado (endógenas ao s is tema). Es ta equação esclarece 
a re lação exis tente entre endógenas defasadas e controles correntes. 
Ma is a inda, os graus relat ivos de impor tânc ia atr ibuídos às me tas d e 
cada var iável-estado in f luenc iam, a cada período, os níveis das var iá
veis de controle, através das matr izes de coef ic ientes L^e Tt. 

É interessante observar que a so lução de u m M L Q pdde ob 
t ida pe lo método tradicional de solução de s is temas de equações s i 
mu l tâneas . Para ta l real ização, as equações (2) a (4) são t omadas s i 
mu l taneamente como u m s is tema linear de incógni tas X^, Yf e t, para t 
= 1 , 2 , . . . , tf. Seu desenvo lv imento, todavia, é mu i to trabalf ioso pois 
exist i rão tf (q + 2p) dessas equações. A lém disso, c o m esse m o d o de 
so lução, perde-se a "equação de controle" que const i tui o fundamento 
do M L Q , c o m o procedimento metodológ ico para avaliar o planejamer»-
to econômico no contexto da Teor ia de Contro le Ó t imo . 

A l é m dessas observações, deve-se a inda destacar o s igni f icado e 
a ut i l idade dos mul t ip l icadores de Lagrange (variáveis co-estado) e m 
prob lemas de estabi l ização e c o n ô m i c a 

C o m o se sabe, essas var iáveis são interpretadas c o m o "preços-
sombra" . Aqui , no M L Q , o s igni f icado não é di ferente; e las represen-



t am o custo marginal resul tante de u m desvio entre a correspondente 
var iável-estado e sua respect iva m e t a 

A importância das var iáveis co-estado reside no fa to de servirem 
de indicadores das var iáveis mais relevantes para o custo de uma polí
t ica ó t i m a Elas mos t ram, por exemplo , que pequenas var iações nas 
condições iniciais de a lguma variável-estado t ê m grande impacto no 
custo total mín imo. O u , que este pode ser mui to sensível aos valores 
de determinadas var iáveis e m alguns pontos do t empo e, a outras, e m 
outros pontos. Ma is a inda, através delas pode-se aval iar as conse
qüências de compor tamen tos subót imos do s is tema, que p o d e m advir 
de choques aleatór ios, incapacidade polít ica para a imp lementação 
dos controles ó t imos ou de modelos ecx»nométricos inadequados. Nes
se sent ido, os mul t ip l icadores de Lagrange ind icam quando poderá 
existir a lgum grau de f lexib i l idade e m u m programa de estabi l ização 
e c o n ó m i c a Isto é, e m que pontos do tempo será essencia l forçar de
terminadas var iáveis a permanecerem e m suas trajetórias ó t imas , en
quanto que outras poderão distanciar-se delas sem mui to comprometer 
os resul tados ó t imos . 

Nesse contexto , di ferentes trajetórias subót imas, corresponden
tes a d i ferentes matr izes de pesos, podem ser aval iadas. Isso porque, 
para cada matr iz de pesos, P^, tem-se u m a trajetória ó t ima para as va
riáveis co-estado. Mas se houver impossib i l idade de o s is tema econô
mico tri lhar o caminho ó t imo, pode-se verif icar quais metas devem ser 
prioritárias. Isso tudo c o m o objet ivo de se obter uma trajetória ó t ima, 
cujo caminho subó t imo impl ique menor custo. Pode-se fazer isso, s i 
mulando o s is tema para diversas combinações de pesos, a f im de es
colher aquela que apresentar os menores valores para os mul t ip l icado
res de Lagrange. 

C o m o se vê, a l ém do algor i tmo de solução, que propic ia a equa
ção de controle, ob tém-se relevantes interpretações econômicas dadas 
pelas var iáveis co-estado. 

1.2 - R E Q U I S I T O S M E T O D O L Ó G I C O S 

O processo de solução do M L Q foi apresentado de fo rma gene
ral izada. Ne le foi cons iderado o caso no qual as matr izes de coef ic ien
tes A, e Ct são var iáveis ao longo do período de p lane jamento . 



É útil ressaltar ainda, o caso e m que as matr izes A e C sao cons
tantes durante o período considerado, e m conjunto c o m a circunstancia 
da náo-singular idade das matr izes C e H .̂ 

Seguindo as mesmas fases de cálculo da seção anterior observa
se que: 

Fase I: A matr iz de coef ic ientes Lj dada p o r 

Lf = - ( C ' M fC) " 1 C ' HjA torna-se u m a constante para todo o 
período de p lanejamento: 

= C - l H f i C ' - I C ' H t A 

L j = C - i A para todo t = 1 ,2 , . . . , t f . 

Isso signif ica que , os pesos atr ibuidos às metas est ipuladas para 
as variáveis estado, não exercerão inf luência nos demais períodos de 
p lanejamento. Conforme visto anter iormente, essa inf luência é levada 
adiante via matriz Hf, que, nesse caso, desaparece do cálculo de Lj. 
Ass im, a matr iz de coef ic ientes das endógenas defasadas d a regra de 
contro le, (9), será sempre a m e s m a . 

Fase I I : As matr izes, Hj, tornam-se iguais às matr izes de pesos Pj: 

H, = Pt + A ' H t + i (A + CLt) 

H, = Pf + A ' H t + 1 ( A - C C - 1 A ) 

Ht = P , + A " H t + i ( A - A ) 

H, = P,. 

Fase I I I : O vetor r( f ica independente dos pesos 

r, = ~ (C ' H ,C) - 1 (Hfb, - h,) 

mas , como C e Hj são nao-singulares por hipótese, vem: 

r, = - C ' H r i C ' - M H , b , - h , ) ou 



r, = - C • H j - 1 (Htbt - h,) ou 

r t = - C - l H , - l H ^ b t + C - l H t - 1 h , 

Tf = - C~ ''(bf - Hf hj) mas cort io 

H, = P, (vide Fase II) e 

hf = P^m^ (vide Fase N adiante) vem: 

r, = - C - 1 (bf - P f 1 Ptmf) de onde: 

r, = - C - l ( b t - m t ) . 

Fase IV: O vetor hf torna-se igual ao produto da matr iz de pesos es
peci f icados, Pt, pe lo vetor de metas estabelec idas pelos p la
nejadores. 

h, = P t m t - A " H t + i ( b t + i + C r , + i ) + A ' h t + 1 

P t m t - / 

A ' h t ^ . 1 

fit = Ptmt - A • Ht+1 { b t+1 - b t+1 + h , + i } + A • ht+1 

ht = P t m t - A " - H t + i { b t+1 + C [ - C - 1 ( b , + i - H t + í h t + i ) ] } + 

h, = P t m t - A ' h t + 1 + A ' h t + 1 

ht = Ptmt 

F A S E V: Es ta fase most ra que, dados os controles "ó t imos" Xf, os va
lores ca lcu lados das variáveis endógenas serão sempre 
iguais às metas : 

Yt = (A + CLt) Y t _ i + C r t + i b t 

Yt = [A + C ( - C ' A ) ] Y t _ i + Crt + bt 



Yt = [ A - A ] Y , _ i + C r t + bt 

Yt = Crt + bt 

subst i tu indo rt, vem: 

Yt = C - C - 1 (bt-Hj^^ht) + bt 

Yt = - C C - ibt + C C - 1H¡" ^ht + b, 

Yt = - b t + Hí'^ht + bt 

Yt = H Í - ^ t 

c o m o Ht = Pt e ht = Ptmt, tem-se 

Yt = P rV tm t 

Yt = mt. 

Es ta fase most ra que existe perfei ta controlabi l idade do s istema; 
as var iáveis endógenas podem ser comple tamente dir igidas pelas va
riáveis de contro le a atingir quaisquer níveis que se deseje e m apenas 
u m período de t empo . 

Para melhor elucidar este fato, considere o modelo: 

Yt = A Y t _ i + CXt + b, 

onde é especi f icado u m vetor de metas mt para as variáveis-estado e 
a matr iz C é não-singular. Então, adotando 

Xt = C - 1 (mt - A Y t _ i - bt), v e m : 

Yt = A Y t _ i + C [ C -1 (mt ~ A Y t _ i - bt) ] + bt 

Yt = mt. (16) 

C o m o se vê, existe uma solução única para me tas e controles. Não há, 



nes te caso, o que otinnizar e a so lução do p rob lema pode ser obt ida 
resolvendo-se o s i s tema (16). 

F a s e V I : Para qualquer matr iz de pesos, P j , a trajetór ia ó t ima perma
nece a m e s m a , pois L^ é constante e rt independente dos 
pesos . 

X , = L Y , _ i + r, 

Qua lquer exercfcio de s imulação, q u e tenha por objet ivo verif icar 
d i ferentes níveis de contro les para di ferentes combinações de pesos 
at r ibu idos ás me tas , será infrutí fero. Con fo rme a Fase V, estabelec idas 
as me tas , q u e as var iáveis endógenas deverão assumir , os níveis das 
var iáveis de contro les f i cam determinados pela so lução do s i s tema 
(16). 

Fase V i l : O s mul t ip l icadores de Lagrange serão nu los para todo o pe
ríodo de p lane jamento . 

\ j = HjYt - ht mas , 

Ht = Pt (2^ fase) e h, = P,mt (Fase IV) logo: 

Xt = P t Y t - P t m t 

c o m o Yj é igual às m e t a s estabelec idas (Fase V) , tem-se: 

X, = PtfTit - Pjmf 

X, = 0. 

Es ta fase ev idenc ia o s igni f icado dos mul t ip l icadores de Lagran
ge. ,Confomne v isto, e les representam o cus to marginal dos desvios en
tre o s níveis observados das var iáveis-estado e suas metas . Aqu i , as 
var iáveis co-estado são todas nulas, pois as metas são p lenamente 
a t ing idas pe la so lução d o s i s tema (16). 



Deve-se a inaa aval iar quais os aspectos metodológ icos que u m 
M L Q deve obedecer a f im de que u m a solução ó t ima seja obt ida por 
me io das sete fases de cálculos apresentadas. 

C o m o todo o desenvolv imento do a lgor i tmo de solução depende 
da matr iz ( C ' HfC), é importante que se explore os fatores que inf luen
c iam a s ingular idade ou não-singular idade desta matr iz. Para tal exa
me, dois teoremas são de fundamenta l importância. 

- T e o r e m a I: Se ja u m a matr iz s imétr ica H de ordem n x m com pos
to r n. Existe u m a matr iz Q de o rdem r x n, de posto 
comple to r, tal que Q ' Q = H.* 

- T e o r e m a I I : O posto de uma matr iz qualquer não se al tera quando 
ela for pré ou pós-mul t ip l icada por u m a matr iz não-
singular." 

No M L Q , a matr iz H é u m a matr iz diagonal de o rdem p, logo é 
s imétr ica. Pelo teorema I, existe u m a matr iz Q, de o rdem p e posto 
comple to , tal que Q ' Q = H. Pode-se, portanto, escrever 

C ' H t C = C ' Q ' Q C onde Q - 1 ex iste. 

Fazendo Q C = B tem-se: 

C ' Q ' Q C = B ' B 

Pelo teorema l l , B ' B t e m o m e s m o posto de C, ou seja- p(B) 
= p(C). Logo, se o posto de C for comple to , então B ' B será não-sin
gular e, conseqüentemente, ( C ' HtC)-"" existe. 

C o m o se vê, a anál ise metodo lóg ica referente à existência do a l 
gor i tmo de solução, fundamenta-se no exame do posto da matr iz de 
coef ic ientes C. 

Bas icamente , duas são as s i tuações q u e podem ocon-er na for
mu lação de u m M L Q . A pr imeira t ra ta de u m mode lo no qual o con jun-

3 T H E I L ( 1 9 7 1 , P . 2 3 ) 
' ' T H E I L ( 1 9 7 1 , P . 1 2 ) 



to de restr ições é espec i f icado c o m as var iáveis-estado e m menor nú 
mero do que as var iáveis d e contro le. Considerando-se p var iáveis-es
tado e q var iáveis de contro le c o m p < q, tem-se a matr iz C de o rdem 
p X q , a matr iz H j de o rdem p e a matr iz ( C ' H,C) de o rdem q . M e s m o 
c o m as matr izes C e H^, apresentando posto comple to , p(C)^ = p 
e p{Ht) = p, a matr iz ( C ' HfC) terá, no máx imo , posto igual a p. É u m a 
matr iz s ingular e, por tanto, o mé todo não apresenta so lução. Nes ta s i 
tuação, pode-se igualar (q - p) e lementos de Xj a quaisquer vateres 
arbitrários e resolver o m o d e l o para os dema is . C o m os valores iniciais 
de X j , tem-se u m a nova conf iguração do mode lo onde a matr iz C é de 
o rdem p e q , o número d e var iáveis-estado é igual ao de var iáveis de 
contro le. A matr iz C poderá ser singular ou não-singular. S e não-s in-
guiar, o mode lo apresentará so lução única, condic ionada aos (q - p) 
valores de X^. C a s o contrár io , se C singular, o mé todo não apresentará 
solução.^ 

É impor tante ressal tar que a s ingular idade da matr iz C impede o 
desenvo lv imento da pr ime i ra fase de cá lcu lo do a lgor i tmo proposto. 
Con tudo , o mode lo apresenta solução e outros mé todos podem ser 
ut i l izados para resolvê- lo. É nesta fase do processo que se enf renta a 
difíci l tarefa de decidir en t re dois caminhos disponíveis: a reformulação 
do mode lo (que pode ser fe i ta com a ir iclusão de novas var iáveis-esta
do) v isando a obter C nãchsingular, o u solucioná- lo por me io de outro 
mé todo . Es ta ú l t ima a l ternat iva, a lém de complexa , não propicia a " re
gra de controle" , que é cons iderada de grande ut i l idade na previsão de 
contro les futuros, c o m o t a m b é m não favorece interpretações econômi 
cas de m o d o t ransparente, c o m o o a lgor i tmo de solução apresentado. 

A segunda s i tuação, que merece destaque, refere-se a u m m o 
de lo cu jo con junto de restr ições é especi f icado c o m as var iáveis-esta
do e m maior número do que as var iáveis de contro le, ou seja, p > q . 
Para garant i r a ex is tênc ia de ( C ' H^C) é necessár io que as matr izes C 
e H j t e n h a m posto comp le to , isto é, p(C) = q e píHj) = p. Caso â m a 
triz C não apresentar pos to comple to , ma is u m a vez não será possível 
resolver o M L Q pelo seu a lgor i tmo. Neste caso, através da def in ição 
d e novos contro les, pode-se e l iminar in formações repet idas, d iminu in 
do a o rdem de C a té que at in ja posto comple to . Desse modo , pode-se 
se chegar ao caso de igua ldade entre var iáveis de contro le e var iáveis-

^ Considerando-se as matrizes C e Hj de ordem p, então a matriz (c ' HC) é também de ordem 
p. Se p (C) = r < p, C será singular e, pelo teorema I, B ' B também. Assim (C ' HC) 
não admitirá inversa. 



estado, cu ja solução, como visto anter iormente, é única. Logo, o esfor
ço d e e l iminar as, combinações l ineares existentes e m C t e m por obje
t ivo obter u m a nova matr iz com posto comple to e que não admi ta in
versa. E m outras palavras, a matr iz de coef ic ientes das var iáveis de 
controle pode apresentar combinações l ineares desde que, ao e l imi 
ná-las, consiga-se manter as variáveis-estado e m maior número do 
que as var iáveis de controle. Só ass im se conseguirá as soluções ót i 
mas esperadas. 

E m v is ta dessas considerações, pode-se concluir que para tra
balhar c o m o a lgor i tmo de solução de u m MLQ, é essencial que a ma
triz C apresente posto comple to e seja singular. E m qualquer outro ca
so, a solução obt ida será única, ou única condic ionada a determinados 
valores iniciais para as variáveis de controle. E isso nada mais é, que 
u m processo de s imulação, e não de ot imização. Ass im, u m modelo 
inserido nesse caso particular de solução escapa do principal funda
men to de u m MLQ; o de encontrar endógenamente os níveis "ó t imos" 
de todas as var iáveis de polít ica envolv idas no modelo, sem qualquer 
interferência de valores iniciais atr ibuídos exogenamente a essas va
riáveis. 

É fundamenta l , portanto, que a matr iz de coef ic ientes das var iá
ve is de controle sat is faça as condições ac ima, se u m M L Q está para 
ser ut i l izado e m u m caminho di ferente de u m processo de s imulação. 
Isto é, no sent ido de avallar soluções ót imas, como t a m b é m analisar o 
custo de caminhos subót imos e m programas de estabi l ização econô
m i c a 

A l é m dessas considerações, na formulação de u m M L Q , a espe
c i f icação de u m a funcional-objet ivo quadrát ica e de u m conjunto de 
restr ições l ineares pode ser considerada como u m a l imitação ao mesi 
m o . Argumenta-se, entretanto, que o uso de funcionais-quadrát icas é 
fami l iar e m mode los econômicos. Elas são consideradas como u m 
caminho razoável na mode lagem de desvios entre valores obsen/ados 
e metas propostas. São restrit ivas, no entanto, pelo fato de serem si 
métr icas, pois ten>se o m e s m o custo tanto para os desvios posit ivos 
das var iáveis-estado e m relação às suas metas, quanto para os des
v ios negat ivos. 

Talvez, u m a das mais importantes l imi tações de u m M L Q resida 
no emprego de modelos l ineares para representar o estado do s i s t e m a 
Isto porque, mui tos dos aspectos interessantes do compor tamento das 
relações econômicas surgem da não l inearidade das relações füncio-



nais envolv idas. A s fen-amentas anal í t icas ut i l izadas no t ra tamento de 
s i s temas d inâmicos não l ineares são a inda insuf ic ientes no cómpu to 
de trajetór ias ó t imas . A s s i m , seme lhan temen te á s imulação, toma-se 
necessár io anal isar os resul tados computac iona is para se ter u m a 
me lhor percepção do quan to se pode conf iar e m mode los l ineares, 
c o m o me io de se obter polí t icas econômicas ó t imas . 

2 - V A R I A N T E S D E M O D E L O S L I N E A R E S Q U A D R Á T I C O S 

Entre as a l terações que os M L Q s p o d e m apresentar, merecem 
des taque os mode los não l ineares, os estocást icos e os que envo lvem 
m e t a s para as var iáveis de contro le. 

Q u a n d o o s i s tema e m consideração for representado por u m 
m o d e l o não-| inear, o processo de resolução, anteriõmnente exposto, 
não sofre mod i f i cações . Para que o a lgor i tmo se ja ut i l izado é requerido 
apenas que o con jun to de restr ições receba a lgum processo de l ineari
zação.* 

C o m o se sabe, a l inear ização de mode los cr ia d i f icu ldades para 
predições, p r inc ipa lmente para os períodos que não são imed ia tamen
te p róx imos do pon to no qua l o mode lo foi l inear izado. 

C o m o as so luções de controle ó t imo envo lvem períodos de t e m 
po a l é m do ponto de l inear ização, os pontos es t imados poderão diferir, 
e m mu i to , dos va lores esperados. Nesses casos, é difícil saber c o m o 
esses desvios se desenvo l vem no decorrer do t e m p o . Sob esse aspec
to, as so luções ó t imas obt idas c o m mode los l inear izados são inferiores 
às a lcançadas c o m os não l ineares. 

O s M L Q s estocást icos envo lvem e laborações adic ionais. E m 
te rmos gerais, e les são decompos tos e m dois prob lemas d is t in tos. O 
pr imeiro deles é u m p rob lema de controle cu jo con junto de restr ições é 
u m mode lo determinís t ico, isto é: 

Yt = A tY ,_ i + CXt + bt. (17) 

O segundo prob lema, no entanto , t e m c o m o con junto de restr ições u m 
m o d e l o estocást ico do t ipo: 

^ Isso pode ser feito, por exemplo, através da expansão de Tayfor. 



Y f = A t Y f _ i + C X f + (18) 

que representa o desvio entre o vetor aleatór io Yt_e a trajetória dada 
pe lo nnodelo determiníst ico (17). Ass im , Y f = Y j - Y j é o vetOr das va
r iáveis-estado no t e m p o t, obt idas c o m o mode lo determiníst ico. 

Signi f ica dizer que existe um desvio entre os valores observados 
d a s var iáveis-estado Yf e os valores que e las dever iam assumir, quan 
do s â o a p l i c a d o s os controles "ó t imos" , Xf, a lcançados por me io da 
so lução do mode lo detemninfstico. 

O resul tado "ó t imo" , Xj, é al terado por u m vetor estocást ico de 
contro les, isto é: X f = Xj - Xj. Isso, c o m o objet jyo de controlar o des
v i o ent re as var iáveis-estado, dado por Y f = Y , - Y j . 

A funcional-objet ivo, e m mode los desse t ipo, representa os valo
res esperados dos desvios das var iáveis-estado. Tenn-se então: 

E [D2] = (Yt - mt) • Pt(Yt - mt) + E[¿ ( Y f ) ' P t Y f ] (19) 

o u m a i s s in te t icamente: 

E [D3] = D l + E [Dg ] 

onde: 

D2 = Í (Y f ) 'P t (Yt^ ) 

Nesse t ipo de M L Q , as duas e tapas de so lução cons is tem e m : 
pr imeiro, o t imizar D^. como visto anter iormente; segundo, ot imizar 
E [D2] e m relação a X t , dado o conjunto de restr ições (18). O resul tado 
f inal será obt ido por me io da s o m a das soluções ó t imas das var iáveis 
de contro le, isto é: 

Xt = X t + xf. 



o modo de solução de mode los de contro le, que inc luem um tra
tamento comple to de natureza aleatór ia do s is tema econômico , const i 
tui-se e m u m a tarefa mu i to dif íci l , se não impossível . O mais s imples 
t ra tamento estocást ico, por sua vez, permi te reduzir esses mode los em 
determiníst icos. A funcional-objet ivo, neste caso, é u m a função do va
lor esperado das var iáveis-estado; é o denominado prob lema de "cer
teza equivalente".^ Tal p rob lema se resume e m u m a so lução mul t ipe-
riódica, onde somen te os valores para são e fe t ivamente apl icados 
no cálculo dos valores correspondentes aos períodos subseqüentes. 
Passado o pr imeiro período dos valores de X2, X3, . . . , Xjf são s imul 
taneamente ca lcu lados e X2 é apl icado. Esse processo se desenvolve 
sucess ivamente a té o ú l t imo período. 

Por ú l t imo, tem-se os M L Q s cuja função objet ivo inclui , a l ém da 
s o m a dos quadrados dos desvios entre valores observados das variá
veis-estado e suas me tas , a s o m a dos quadrados dos desvios entre 
var iáveis de contro le e as respect ivas metas . Esses mode los são de
senvolv idos at ravés do Princípio do l\/láximo de Pont ryag in . A função 
objet ivo é dada p o r 

. t 
D4 = - 1 - ( V m t ) • P t ( Y r m t ) + (Xt - m,'^)' Qt(Xt-mt^) (20) 

su je i to ao mode lo d a d o por (17). 

Onde : 

mt*̂  = vetor q x 1 de m e t a s para as var iáveis de contro le no período t 

Qt = matr iz d iagona l de pesos de o rdem q no período t. 

A matr iz Qt é aná loga à matr iz P^. E la representa o cus to de manipu la
ção de de te rminadas var iáveis de controfe, e m det r imento de outras 
c o m o objet ivo de levar o s is tema ao es tado espec i f icado pelo vetor 
mt . A s magn i tudes comparat ivas de Pt e Qt representam os custos de 
contro lar a economia , relat ivos aos custos de ter o s is tema desv iado 
de sua trajetór ia " idea l " . 

' 'THEIL(1969, p.219). 



Nesses modelos, o objet ivo é encontrar u m a seqüência de polít i
cas Xf, tão próximas a n\ quanto possível , de modo que aproxime as 
var iáveis-estado, Y^, de suas metas pretendidas. 

É interessante notar que os custos reais dos desvios das variá
veis de controle agora estão presentes na função-objet ivo. Esse fato 
impede os planejadores de manipu larem as referidas variáveis e m 
qualquer direção, ev i tando, ass im, o caso part icular de so lução única. 
Logo, qualquer anál ise de v iabi l idade polít ica e econômica de trajetó
rias ó t imas , obt idas c o m di ferentes matr izes de pesos, será sempre 
factível . 

Sob o ponto de v ista operacional , esses modelos ex igem que o 
usuário tenha grandes habi l idades computac ionais , j á que seu algorit
m o de solução é extenso e mui to t rabalhoso. 

P INDYGK (1973) apresenta o desenvolv imento comple to de um 
M L Q c o m essas característ icas. Ele t a m b é m especi f ica e es t ima um 
mode lo da economia amer icana que, após s imulações e testes, foj ut i 
l izado para avaliar os efe i tos de di ferentes exper imentos da pol í t ica e 
para demonstrar c o m o u m M L Q pode ser empregado e m programas 
de estabi l ização econômica . O autor sa l ienta a inda, que o cálculo de 
polít icas ó t imas, m e s m o quando se t e m a lguma desconf iança sobre o 
mode lo ut i l izado, é vanta joso porque se consegue formar uma idéia da 
fase adequada de apl icação, tanto de polít ica f iscal quanto mone tá r i a 
C o m o diz Pindyck: 

This is probably one of tlie most important lessons to be learn 
from our results. (1973:140) 

C o m o se vê, por ma is s imples que se ja u m M L Q seus resul tados 
serão ma is precisos do que os obt idos pela s imulação. Isso porque a 
s imulação é um 'p rocesso de tentat iva e erro, enquanto que os Mode
los de Contro le Ó t i m o ident i f icam o nível de controle através de so lu
ções ó t imas . A lém disso, esses mode los fornecem relações - regra de 
contro le - entre inst rumentos de polí t ica e objet ivos, bem como inter
pretações econômicas relevantes. 

3 - C O N S I D E R A Ç Õ E S F INA IS 

Conforme foi v isto, todo M L Q apresenta vantagens associadas a 
di f iculdades operacionais. N o caso do M L Q não l ineares, tem-se a van -



t agem de se t rabalhar no rma lmente , desde que as restr ições do m o 
de lo se jam l inear izadas. E m t e m i o s de previsão, contudo, eles apre
sen tam a desvan tagem de pontos es t imados di fer i rem de valores es
perados, pr inc ipa lmente e m pontos que nâo são imed ia tamente próxi
m o s ao ponto de l inear ização. A anál ise dos requisi tos metodo lóg icos 
desse mode lo revelou que a ex is tência do a lgor i tmo de so lução de
pende essenc ia lmente da matr iz de coef ic ientes das var iáveis de con
trole. Isto é, para que u m mode lo econométr ico d inâmico de equações 
s imul tâneas represente as restr ições de um M L Q , deverá ser especi f i 
cado de m o d o que essa matr iz tenha posto comple to e, por consegu in
te , a matr iz ( C ' HjC) seja não singular. Caso contrário, o a lgor i tmo não 
apresentará so lução. Isso não quer dizer que o mode lo não tenha so lu
ção; ex is tem outros mé todos para solucioná-lo. Con tudo se não for re
so lv ido por seu a lgor i tmo perder-se-á a equação de contro le, que cons
t i tui-se e m u m a de suas van tagens . 

Tem-se t a m b é m os M L Q s que envo lvem restr ições às var iáveis 
de contro le . Esses mode los requerem do usuário grandes habi l idades 
computac iona is , dada a ex tensão de seu a lgor i tmo de so lução. Toda
v ia, c o m e les, não se chega ao caso de solução única. 

O s M L Q s estocást icos, por seu turno, possuem soluções c o m 
plexas, dev ido às propr iedades estocást icas dos parâmetros, e encon
t ram-se e m fase de desenvo lv imento . 

Enquanto as d i f i cu ldades operacionais que cercam os M L Q s es
tocást icos não fo rem e l im inadas , resta a possib i l idade de se tratar a 
incerteza sobre a economia por me io de modelos a l ternat ivos e m de
t r imento das propr iedades estocást icas dos parâmetros envolv idos. 

Nesse contex to , para que a Teor ia de Contro le Ó t imo , ass im co
m o a s imu lação, se ja considerada u m me io de anál ise dé polí t icas 
econômicas a l ternat ivas, é imperat ivo que produza so luções computa 
c ionais t ratáveis. Isso, por enquanto, só é conseguido por me io de mo
de los determinís t icos. 

O economis ta , por tanto, deve estar apto para tratar c o m soluções 
numér icas de m o d o que possa exper imentar os resul tados "ó t imos" 
c o m di ferentes valores para os parâmetros e m sua f unçãoob je t i vo , ou 
c o m di ferentes trajetór ias tempora is para as var iáveis exógenas não 
suje i tas a contro le . E, c o m o e m qualquer outro processo de modela
g e m , d e v e enfrentar os resul tados apenas como u m a aprox imação da 
real idade. 



Final izando, se obedec idos os requisi tos metodológ icos, e m 
qualquer t ipo de M L Q , os resul tados serão ó t imos , pelo menos e m re
lação à função-objet ivo espec i f i cada É u m método que vai a l ém da 
s imulação. C o m ele tem-se a cer teza de terem sido consideradas to
das as combinações possíveis de níveis das variáveis de controle que 
podem levar o s is tema aos objet ivos pretendidos, pois a so lução é ob
t ida através de u m processo de o t imização. 

N a Teor ia de Contro le Ó t imo , a s imulação serve como ferramen
ta adic ional . E la de ixa de ser o meio principal de pesquisa de u m a tr i 
lha de a tuação para programas de estabi l ização e c o n ô m i c a Assoc iada 
aos M L Q s e la serve para anal isar di ferentes trajetórias "ó t imas" e não 
mais di ferentes trajetórias quaisquer. Esse ponto pode ser s intet izado 
pelas palavras de Pindyck: 

Computer simulation is, in fact, often used t)oth to learn more 
about the dynamic behavior of an econometric model, and to 
study the effects of different policies. Trial-and-enor simulations 
is, however, an inefficient if not impossible method of arriving at 
policy plan that is optimal, and a more direct approach is certainly 
desirable (1973:3). 

D e qualquer fomna, f ica ev idente a necessidade de se pensar na 
especi f icação de modelos econométr icos c o m vistas a sua apl icação 
na Teor ia de Contro le Ó t i m o no que concome aos requisi tos metodo
lógicos impostos pelos M L Q s , a f im de se usufnj i r de seu potencia l de 
anál ise, dado pe la regra de controle e pelos mul t ip l icadores de La
grange na invest igação de caminhos al ternat ivos ó t imos e subó t imos . 
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A B S T R A C T 

This art ic le a ims to verify how the Opt ima l Control Theory may 
be introduced in an economic planning process in order to achieve a 
sequence of " op t imum" pol ic ies, id est, a vector of pol ic ies whose le
ve ls wi l l be the result of a process of dynamic opt imizat ion. The me
thodology of a Quadrat ic Linear Model w a s analyzed w i th relevant 
economic interpretat ions through "co-estate" var iables. 

A need of th inking in the speci f icat ion of econometr ics model 
w a s made clear a iming at its appl icat ion in the Opt imal Contro l Theo r / 
whi t the purpose of using the p o w e r o f analysis g iven by the control 
rule as we l l as by the Lagrange Multupl iers, in searching for op t imum 
and sub-op t imum wayse . 


